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专题2.1   不等式的性质及常见不等式解法
【考纲解读与核心素养】
1.不等关系：了解现实世界和日常生活中的不等关系,了解不等式(组)的实际背景. 
2.一元二次不等式：
 (1)会从实际情境中抽象出一元二次不等式模型.
 (2)通过函数图像了解一元二次不等式与相应的二次函数、一元二次方程的联系.
 (3)会解一元二次不等式.
3.会解|x＋b|≤c，|x＋b|≥c，
|x－a|＋|x－b|≥c，
|x－a|＋|x－b|≤c 型不等式.
4.掌握不等式
||a|－|b||≤|a＋b|≤|a|＋|b|及其应用.
5．培养学生的数学抽象、数学运算、数学建模、逻辑推理等核心数学素养.
【知识清单】
1．实数的大小
(1)数轴上的任意两点中，右边点对应的实数比左边点对应的实数大.
(2)对于任意两个实数a和b，如果a－b是正数，那么a>b；如果a－b是负数，那么a<b；如果a－b等于零，那么a＝b.
2．不等关系与不等式
我们用数学符号“≠”、“>”、“<”、“≥”、“≤”连接两个数或代数式，以表示它们之间的不等关系，含有这些符号的式子，叫做不等式.
3．不等式的性质
(1)性质1：如果a>b，那么b<a；
如果b<a，那么a>b.
即a>b⇔b<a.
(2)性质2：如果a>b，b>c，那么a>c.
即a>b，b>c⇒a>c.
(3)性质3：如果a>b，那么a＋c>b＋c.
(4)性质4：①如果a>b，c>0那么ac>bc.
②如果a>b，c<0，那么ac<bc.
(5)性质5：如果a>b，c>d，那么a＋c>b＋d.
(6)性质6：如果a>b>0，c>d>0，那么ac>bd.
(7)性质7：如果a>b>0，那么an>bn，(n∈N，n≥2)．
(8)性质8：如果a>b>0，那么，(n∈N，n≥2)．>
4．一元二次不等式的概念及形式
(1)概念：我们把只含有一个未知数，并且知数的最高次数是2的不等式，称为一元二次不等式．
(2)形式：
①ax2＋bx＋c>0(a≠0)；
②ax2＋bx＋c≥0(a≠0)；
③ax2＋bx＋c<0(a≠0)；
④ax2＋bx＋c≤0(a≠0)．
 (3)一元二次不等式的解集的概念：
一般地，使某个一元二次不等式成立的x的值叫做这个不等式的解，一元二次不等式的所有解组成的集合叫做这个一元二次不等式的解集.
5．分式不等式的解法
定义：分母中含有未知数，且分子、分母都是关于x的多项式的不等式称为__分式不等式__.
<0⇔f(x)·g(x)__<__0.>0⇔f(x)g(x)__>__0，
≥0⇔
⇔f(x)·g(x)__>__0或.
⇔f(x)·g(x)__<__0或≤0⇔
6．简单的高次不等式的解法
高次不等式：不等式最高次项的次数高于2，这样的不等式称为高次不等式.
解法：穿根法
①将f(x)最高次项系数化为正数；
②将f(x)分解为若干个一次因式的积或二次不可分因式的积；
③将每一个一次因式的根标在数轴上，自上而下，从右向左依次通过每一点画曲线(注意重根情况，偶次方根穿而不过，奇次方根穿过)；
④观察曲线显现出的f(x)的值的符号变化规律，写出不等式的解集．
7.不等式恒成立问题 　
1．一元二次不等式恒成立问题
(1)ax2＋bx＋c>0(a≠0)恒成立(或解集为R)时，满足；
(2)ax2＋bx＋c≥0(a≠0)恒成立(或解集为R)时，满足；
(3)ax2＋bx＋c<0(a≠0)恒成立(或解集为R)时，满足；
(4)ax2＋bx＋c≤0(a≠0)恒成立(或解集为R)时，满足.
2．含参数的一元二次不等式恒成立．若能够分离参数成k<f(x)或k>f(x)形式．则可以转化为函数值域求解．
设f(x)的最大值为M，最小值为m.
(1)k<f(x)恒成立⇔k<m，k≤f(x)恒成立⇔k≤m.
(2)k>f(x)恒成立⇔k>M，k≥f(x)恒成立⇔k≥M.
8．绝对值不等式的解法
1．形如|ax＋b|≥|cx＋d|的不等式，可以利用两边平方的形式转化为二次不等式求解．
2．形如|ax＋b|≤c(c>0)和|ax＋b|≥c(c>0)型不等式
(1)绝对值不等式|x|>a与|x|<a的解集
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(2)|ax＋b|≤c(c>0)和|ax＋b|≥c(c>0)型不等式的解法|ax＋b|≤c⇔－c≤ax＋b≤c(c>0)，|ax＋b|≥c⇔ax＋b≥c或ax＋b≤－c(c>0)．
9．绝对值不等式的应用
如果a，b是实数，那么|a＋b|≤|a|＋|b|，当且仅当ab≥0时，等号成立．
【典例剖析】
高频考点一 ：用不等式表示不等关系
例1. 某钢铁厂要把长度为4 000 mm的钢管截成500 mm和600 mm两种，按照生产的要求，600 mm钢管的数量不能超过500 mm钢管的3倍．试写出满足上述所有不等关系的不等式．
【答案】见解析
【解析】
分析：应先设出相应变量，找出其中的不等关系，即①两种钢管的总长度不能超过4 000 mm；②截得600 mm钢管的数量不能超过500 mm钢管数量的3倍；③两种钢管的数量都不能为负．于是可列不等式组表示上述不等关系．
详解：设截得500 mm的钢管x根，截得600 mm的钢管y根，依题意，可得不等式组：.，即
【规律总结】
用不等式(组)表示实际问题中不等关系的步骤：
①审题．通读题目，分清楚已知量和待求量，设出待求量．找出体现不等关系的关键词：“至少”“至多”“不少于”“不多于”“超过”“不超过”等．
②列不等式组：分析题意，找出已知量和待求量之间的约束条件，将各约束条件用不等式表示．
【变式探究】 
某种杂志原以每本2.5元的价格销售，可以售出8万本．根据市场调查，若单价每提高0.1元，销售量就可能相应减少2 000本，若把提价后杂志的定价设为x元，怎样用不等式表示销售的总收入仍不低于20万元？
【答案】见解析
【解析】提价后杂志的定价为x元，则销售的总收入为(8－×0.2)x万元，那么不等关系“销售的收入不低于20万元”用不等式可以表示为：
(8－×0.2)x≥20.
高频考点二：比较数或式子的大小
例2. 已知x＜y＜0，比较(x2＋y2)(x－y)与(x2－y2)(x＋y)的大小．
【答案】见解析
【解析】∵x＜y＜0，xy＞0，x－y＜0，
∴(x2＋y2)(x－y)－(x2－y2)(x＋y)＝－2xy(x－y)＞0，
∴(x2＋y2)(x－y)＞(x2－y2)(x＋y)．
【领悟技法】
1.比较大小的常用方法
(1)作差法
一般步骤：①作差；②变形；③定号；④结论．其中关键是变形，常采用配方、因式分解、通分、有理化等方法把差式变成积式或者完全平方式．当两个式子都为正数时，有时也可以先平方再作差．
(2)作商法
一般步骤：①作商；②变形；③判断商与1的大小关系；④结论．
(3)函数的单调性法
将要比较的两个数作为一个函数的两个函数值，根据函数的单调性得出大小关系．
【变式探究】
(1)比较x2＋y2＋1与2(x＋y－1)的大小；
(2)设a∈R且a≠0，比较a与的大小．
【答案】见解析
【解析】 (1)x2＋y2＋1－2(x＋y－1)＝x2－2x＋1＋y2－2y＋2＝(x－1)2＋(y－1)2＋1＞0，
∴x2＋y2＋1＞2(x＋y－1)．
(2)由a－＝
当a＝±1时，a＝；
当－1＜a＜0或a＞1时，a＞；
当a＜－1或0＜a＜1时，a＜.
高频考点三：不等式性质的应用
例3.（2020·陕西省西安中学高二期中（文））已知[image: image2.wmf]0
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【答案】D
【解析】
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所以A选项是错误的.
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所以B选项是错误的.
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所以C选项是错误的.
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所以D选项是正确的.
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例4. 若a＝，则(　　)，c＝，b＝
A．a＜b＜c　B．c＜b＜a
C．c＜a＜b  D．b＜a＜c
【答案】B
【解析】方法一　易知a，b，c都是正数，
＝log8164＜1，所以a＞b；＝
＝log6251 024＞1，所以b＞c.即c＜b＜a.＝
方法二　对于函数y＝f(x)＝，，y′＝
易知当x＞e时，函数f(x)单调递减．
因为e＜3＜4＜5，所以f(3)＞f(4)＞f(5)，
即c＜b＜a.
例5. 设f(x)＝ax2＋bx，若1≤f(－1)≤2,2≤f(1)≤4”，则f(－2)的取值范围是       ．
【答案】[5,10]
【解析】方法一(待定系数法)
设f(－2)＝mf(－1)＋nf(1)(m，n为待定系数)，
则4a－2b＝m(a－b)＋n(a＋b)，
即4a－2b＝(m＋n)a＋(n－m)b，
于是得解得
所以f(－2)＝3f(－1)＋f(1)．
又因为1≤f(－1)≤2,2≤f(1)≤4，
所以5≤3f(－1)＋f(1)≤10，即5≤f(－2)≤10.
方法二(解方程组法)
由

所以f(－2)＝4a－2b＝3f(－1)＋f(1)．
又因为1≤f(－1)≤2,2≤f(1)≤4，
所以5≤3f(－1)＋f(1)≤10，故5≤f(－2)≤10.
【规律总结】
1．判断不等式的真假．
(1)首先要注意不等式成立的条件，不要弱化条件．
(2)解决有关不等式选择题时，也可采用特值法进行排除，注意取值要遵循以下原则：一是满足题设条件；二是取值要简单，便于验证计算．
(3)若要判断某结论正确，应说明理由或进行证明，推理过程应紧扣有关定理、性质等，若要说明某结论错误，只需举一反例．
2．证明不等式
(1)要在理解的基础上，记准、记熟不等式的性质并注意在解题中灵活准确地加以应用．
(2)应用不等式的性质进行推证时，应注意紧扣不等式的性质成立的条件，且不可省略条件或跳步推导，更不能随意构造性质与法则．
3．求取值范围
(1)建立待求范围的代数式与已知范围的代数式的关系，利用不等式的性质进行运算，求得待求的范围．
(2)同向(异向)不等式的两边可以相加(相减)，这种转化不是等价变形，如果在解题过程中多次使用这种转化，就有可能扩大其取值范围．
4．掌握各性质的条件和结论．在各性质中，乘法性质的应用最易出错，即在不等式的两边同时乘(除)以一个数时，必须能确定该数是正数、负数或零，否则结论不确定．
【变式探究】已知12<a<60,15<b<36，求a－b及的取值范围．
【错解】∵12<a<60,15<b<36，∴12－15<a－b<60－36，.<<，∴－3<a－b<24，<<
【辨析】错解中直接将12<a<60,15<b<36相减得a－b的取值范围，相除得的取值范围而致错．
【正解】∵15<b<36，∴－36<－b<－15.∴12－36<a－b<60－15，
即－24<a－b<45.又15<b<36，∴.<<
又12<a<60，∴<4.<<4.综上，－24<a－b<45，<，即<<
【易错警示】错用不等式的性质致错.
高频考点四：一元二次不等式的解法
例6.（2019·全国高考真题（理））已知集合[image: image16.wmf]{
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【答案】C
【解析】
由题意得，[image: image22.wmf]{
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【规律方法】
1.解一元二次不等式的一般步骤
(1)化：把不等式变形为二次项系数大于零的标准形式．
(2)判：计算对应方程的判别式．
(3)求：求出对应的一元二次方程的根，或根据判别式说明方程有没有实根．
(4)写：利用“大于取两边，小于取中间”写出不等式的解集．
2．含有参数的不等式的求解，往往需要对参数进行分类讨论．
(1)若二次项系数为常数，首先确定二次项系数是否为正数，再考虑分解因式，对参数进行分类讨论，若不易分解因式，则可依据判别式符号进行分类讨论．
(2)若二次项系数为参数，则应先考虑二次项系数是否为零，确定不等式是不是二次不等式，然后再讨论二次项系数不为零的情形，以便确定解集的形式．
(3)对方程的根进行讨论，比较大小，以便写出解集．
【易错警示】忽视二次项系数的符号致误
【变式探究】
1．（2020·山西省高三其他（理））已知集合[image: image24.wmf]2
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【答案】A
【解析】
因为[image: image30.wmf]2

{|20}{|2

Axxxxx

=+->=<-

或[image: image31.wmf]1}

x

>

，[image: image32.wmf]{1,0,1,2}

B

=-

，
所以[image: image33.wmf]{2}

AB

=

I

，[image: image34.wmf]ABR

¹

U

，[image: image35.wmf](){1,0,1}

R

CAB

=-

I

，[image: image36.wmf]()[2,1]{2}

R

CAB

=-

UU


故选：A
2. （2020·黑龙江省大庆实验中学高三一模（文））已知集合[image: image37.wmf]1
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【答案】A
【解析】
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故选：A
高频考点五：绝对值不等式的解法
例7.（2017天津，文2）设[image: image49.wmf]x
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，则“[image: image50.wmf]20
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（A）充分而不必要条件  （B）必要而不充分条件
（C）充要条件          （D）既不充分也不必要条件
【答案】[image: image52.wmf]B
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例8.（2014·广东高考真题（理））不等式[image: image60.png]1|+ |e+2]




的解集为             .
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【解析】
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³

得[image: image73.wmf]215

x

+³

，解得[image: image74.wmf]2

x

³

，此时有[image: image75.wmf]2

x

³

；
综上所述，不等式[image: image76.png]1|+ |e+2]




的解集为[image: image77.wmf](

]
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.
【规律方法】
形如|x－a|＋|x－b|≥c(或≤c)型的不等式主要有三种解法：
(1)分段讨论法：利用绝对值号内式子对应方程的根，将数轴分为(－∞，a]，(a，b]，(b，＋∞)(此处设a<b)三个部分，在每个部分上去掉绝对值号分别列出对应的不等式求解，然后取各个不等式解集的并集．
(2)几何法：利用|x－a|＋|x－b|>c(c>0)的几何意义：数轴上到点x1＝a和x2＝b的距离之和大于c的全体，|x－a|＋|x－b|≥|x－a－(x－b)|＝|a－b|.
(3)图象法：作出函数y1＝|x－a|＋|x－b|和y2＝c的图象，结合图象求解．
【变式探究】
1．（2020·山东省高三二模）已知集合[image: image78.wmf]1

1
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x

ìü

=<

íý

îþ

，[image: image79.wmf]{

}
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Bxx

=-<

，则[image: image80.wmf]AB

=
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A．[image: image81.wmf](
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1,3
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B．[image: image82.wmf](
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C．[image: image83.wmf](
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U


D．[image: image84.wmf](
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【答案】D
【解析】
[image: image85.wmf](
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，[image: image86.wmf]{
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，
因此，[image: image87.wmf](

)
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=-

IU

.
故选：D.
2.不等式[image: image88.png]x—3|-|x+1/<1



的解集为_______________．
【答案】[image: image89.png]fxlx> 3



.
【解析】当[image: image90.png]x < —1



时，原不等式可化为[image: image91.png]—(x—-3)+(x+1)<1



，无解；当[image: image92.png]-1<x<3



时，原不等式可化为[image: image93.png]-(x—-3)-(x+1)<1



，即[image: image94.png]


，所以[image: image95.png]


；当[image: image96.png]


时，原不等式可化为[image: image97.png](x-3)-(x+1)<1



，即[image: image98.png]-4<1



，所以[image: image99.png]


．综上，原不等式的解集为[image: image100.png]fxlx> 3



.
高频考点六：绝对值不等式的应用
如果a，b是实数，那么|a＋b|≤|a|＋|b|，当且仅当ab≥0时，等号成立．
例9.（2020·陕西省西安中学高二期中（文））若关于x的不等式[image: image101.wmf]2

124

xxaa

+--<-

有实数解，则实数a的取值范围是（    ）
A．[image: image102.wmf]1

a

<

或[image: image103.wmf]3

a

>


B．[image: image104.wmf]3

a

>


C．[image: image105.wmf]1

a

<


D．[image: image106.wmf]13

a

<<


【答案】A
【解析】
分析：
利用绝对值的几何意义求得[image: image107.wmf]+12

xx

--

最小值为[image: image108.wmf]3

-

，再由不等式有解可得实数[image: image109.wmf]a

的取值范围．
详解：
由于[image: image110.wmf]+12

xx

--

表示数轴上的[image: image111.wmf]x

对应点到[image: image112.wmf]1

-

和[image: image113.wmf]2

对应点的距离之差，其最小值为[image: image114.wmf]3

-

，最大值为[image: image115.wmf]3

，
因为关于[image: image116.wmf]x

的不等式[image: image117.wmf]2

124

xxaa

+--<-

有实数解，可得[image: image118.wmf]2

4

3

aa

-

>-

，即[image: image119.wmf]2

30

4

+

aa

-

>

，解得[image: image120.wmf]1

a

<

或[image: image121.wmf]3

a

>

.
故选：A.
例10.（2018年理新课标I卷）已知[image: image122.png]f(x)=|x+1| -|ax-1]|



．
（1）当[image: image123.png]


时，求不等式[image: image124.png]f(x)>1



的解集；
（2）若[image: image125.png]e(0,
X

1)



时不等式[image: image126.png]f(x)>x



成立，求[image: image127.png]


的取值范围．
【答案】(1)[image: image128.png]{x]x > %}



.(2)[image: image129.png](0,2]



．
【解析】分析：(1)将[image: image130.png]


代入函数解析式，求得[image: image131.png]f(x) =

|x+ 1| -

|x-1]



，利用零点分段将解析式化为[image: image132.png]-2x<-1,
flx)={2x,-1<x<1,
2x>1.



，然后利用分段函数，分情况讨论求得不等式[image: image133.png]flx)>1



的解集为[image: image134.png]{x]x > %}



；
(2)根据题中所给的[image: image135.png]x € (0,1)



，其中一个绝对值符号可以去掉，不等式[image: image136.png]f(x)>x



可以化为[image: image137.png]x € (0,1)



时[image: image138.png]lax-1| <1



，分情况讨论即可求得结果.
[image: image139.png]—2x=-1,

(D) Ha=1f, FO)=k+1-x—1, ﬁD/(x):{z:,—1<x< 1
2xz1

BTS00 > RN blx > 3.




（2）当[image: image140.png]x € (0,1)



时[image: image141.png]|[x+ 1| - |ax-1| > x



成立等价于当[image: image142.png]x € (0,1)



时[image: image143.png]lax-1| <1



成立．若[image: image144.png]


，则当[image: image145.png]x € (0,1)



时[image: image146.png]lax-1|>1



；若[image: image147.png]a>0



，[image: image148.png]lax-1| <1



的解集为[image: image149.png]2
0<x<-



，所以[image: image150.png]2



，故[image: image151.png]0<a<?2



．综上，[image: image152.png]


的取值范围为[image: image153.png](0,2]



．
【总结提升】
1.两类含绝对值不等式的证明问题
一类是比较简单的不等式，往往可通过平方法、换元法去掉绝对值符号转化为常见的不等式证明题，或利用绝对值三角不等式性质定理：||a|－|b||≤|a±b|≤|a|＋|b|，通过适当的添、拆项证明；另一类是综合性较强的函数型含绝对值的不等式，往往可考虑利用一般情况成立，则特殊情况也成立的思想，或利用一元二次方程的根的分布等方法来证明．
2.含绝对值不等式的应用中的数学思想
(1)利用“零点分段法”求解，体现了分类讨论的思想；
(2)利用函数的图象求解，体现了数形结合的思想．
3.求f(x)＝|x＋a|＋|x＋b|和f(x)＝|x＋a|－|x＋b|的最值的三种方法
(1)转化法：转化为分段函数进而利用分段函数的性质求解. 
(2)利用绝对值三角不等式进行“求解”，但要注意两数的“差”还是“和”的绝对值为定值. 
(3)利用绝对值的几何意义. 
【变式探究】
1.已知函数[image: image154.png]f(x)=|x—1]



．
（1）解不等式[image: image155.png]f(x)+f(x+4)=8



；
（2）若[image: image156.png]lal <1



，[image: image157.png]Ib| <1



，且[image: image158.png]a=0



，求证：[image: image159.png]f(ab) > lalf (2)



．
【答案】(1) [image: image160.png]x|]x< -5



或[image: image161.png]


 (2)见解析
【解析】
（1）[image: image162.png]f(x)+f(x+4)



 [image: image163.png]1x—1]+|x +3|



 [image: image164.png]2x—2x< -3,
4-3sx<1,
2+2x>1,





当[image: image165.png]x < —3



时，由[image: image166.png]—2x—22>8



，解得[image: image167.png]


；
当[image: image168.png]


时，[image: image169.png]f(x)=8



不成立；
当[image: image170.png]x> 1



时，由[image: image171.png]2x+2>8



，解得[image: image172.png]


.
所以不等式[image: image173.png]f(x)+f(x+4)=8



的解集为[image: image174.png]x|]x< -5



或[image: image175.png]


. 
（2）[image: image176.png]f(ab) > lalf (2)



，即[image: image177.png]lab— 1] > |a — bl



．
因为[image: image178.png]lal <1



，[image: image179.png]Ib| <1



，
所以[image: image180.png]—2ab+1)— (a®* - 2ab+

—1)(b2—1)> 0



，
所以[image: image181.png]lab— 1] > |a — bl



，故所证不等式成立．
2.（2020·广东省高三其他（理））已知函数[image: image182.wmf]()|23||1|

fxxx

=+--

.
（1）求不等式[image: image183.wmf]()3

fx

£

的解集；
（2）若不等式[image: image184.wmf]()2|33|

fxax

>--

对任意[image: image185.wmf]x

Î

R

恒成立，求实数a的取值范围.
【答案】（1）[image: image186.wmf]1

[7,]

3

-

（2）[image: image187.wmf]5

2
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<


【解析】
（1）[image: image188.wmf]|23||1|3

xx

+--£

Q


[image: image189.wmf]1
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或[image: image190.wmf]3
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或[image: image191.wmf]3
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[image: image192.wmf]1

1

x

x

³

ì

\

í

£-

î

或[image: image193.wmf]3
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或[image: image194.wmf]3
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[image: image195.wmf]1
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即不等式[image: image196.wmf]()3

fx

£

的解集为[image: image197.wmf]1

[7,]

3

-

.
（2）[image: image198.wmf]()2|33||23||1|2|33||23||22|2

fxaxxxaxxxa
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Q


[image: image199.wmf]5
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3. （2018届重庆市第三次抽测）已知函数[image: image200.png]f(x)=|xl(x€R)



.
（Ⅰ）求不等式[image: image201.png]fx—1)+f(x+1) <4



的解集[image: image202.png]


；
（Ⅱ）若[image: image203.png]ab e M,



证明：[image: image204.png]2f(a+b) < f(ab) +4




【答案】（1）[image: image205.png]M=[-2.2]



（2）见解析
【解析】
（Ⅰ）[image: image206.png]—2xx <1
k-1l+lx+1={2-1=x<1
mx>1



，
故[image: image207.png]x<-1
—2x <4



或[image: image208.png]


或[image: image209.png]


，故不等式的解为[image: image210.png][-2.2]



.
（Ⅱ）法一：要证[image: image211.png]2la + b| < |ab| + 4



，只需证[image: image212.png]


，
即证[image: image213.png]4a® + 8ab + 4b* < (ab)® + 8lab| + 16



（*）.
因为[image: image214.png]8ab < 8lab|



，又由（Ⅰ）[image: image215.png]lal <2,|b] <2



，则[image: image216.png]


，即[image: image217.png]4a® + 4b* < (ab)? + 16



，
所以（*）式显然成立，故原命题得证.
法二：因为[image: image218.png]la| + |b] = |a + b]



 ，故要证[image: image219.png]2la + b| < |ab| + 4



，
只需证[image: image220.png]2lal +2|b| < |ab| +4



 ，即证[image: image221.png](lal —2)(16] —=2) = 0



.
由（Ⅰ）[image: image222.png]lal <2,|b] <2



上式显然成立，故原命题得证.
[image: image224.png]


[image: image223.png]

